Aufgabenkatalog Analysis — Sommersemester 2019
Aufgaben zum Thema Stetigkeit mit Losungen
DRr. ANTON MALEVICH, LEONARD BECHTEL, JULIAN MAAS

Aufgabe 1 (2) Stetigkeit nachweisen mit e-6- Kriterium
Zeigen Sie mithilfe des e-0-Kriteriums, dass die folgenden Funktionen stetig in den ange-
gebenen Definitionsbereichen sind.

a) filx)=z, xz€R c) fs(z)=2% =x€R
b) fo(x) =2x+5, xze€R d) fa(z) =z, z€][0,00)
Losung.

Nach dem e-§-Kriterium ist eine Funktion f : D C R — R in einem Punkt g € D genau
dann stetig, wenn gilt

Ve >0 30(g,z0) > 0: |f(z) — f(zo)| < e Vr € D mit |z — xo| < d(e, xp).
Schreiben wir diese Aussage so um, dass die Quantoren vorne stehen, so lautet sie

Ve >0 3d(e,x0) >0V € D : |z —zo] < d(e,xz0) = |f(z)— f(zo)| <e.
Dabei sagt das “(g,xp)” hinter dem ¢ aus, dass die Wahl des § abhéngig von € und von xg
sein darf (vgl. N(e) bei Folgen).

a) fi(x) =z, =z € R ist stetig auf ganz R.
Beweis:
Oben haben wir die Stetigkeit in einem Punkt, aber da wir nun die Stetigkeit der
Funktion auf ganz R also fiir alle ¢ € R zeigen wollen, miissen wir zeigen:
Vg € R Ve >0 3d(e,z9) >0V € D :

|33—$0| <5(€,:L’0) = |f1(.%‘)—f1($0)’ < €.

Seien also € > 0 und xg € R beliebig.
Dann gilt fiir 0 < § = ¢, dass fiir alle z € R mit

|z —xo| <0 (1)
gilt:
2)
[f1(@) = fi(zo)| = [z — w0 < d=e.
Das 0 bestimmen wir dabei normalerweise, indem wir erst den Betrag | f(z) — f(z0)|
so lange versuchen nach oben abzuschétzen, bis der Ausdruck rechts nurnoch von
|x — o] (da wir diesen Ausdruck mit ¢ abschétzen kénnen) oder von xy abhéngt (da

d von zy abhéngen darf). In diesem Fall waren wir direkt fertig und koénnen § sogar
unabhéngig! von zg wihlen, das ist allgemein nicht so, wie wir gleich sehen werden.

b) fa(z) =2x+5, x € R ist auch stetig auf ganz R.

Beweis:
Sei wieder € > 0 und zg € R beliebig. Dann gilt fiir 0 < § = §, dass fiir alle z € R
mit
|z —xzo| <6
gilt:

yfz(x)—fQ(xon:\2x+5—(2x0+5)\=2|x—x0|<25:2.g:5.

'Falls wir das schaffen, zeigen wir damit sogar, dass die Funktion gleichmdfiig stetig ist. Dazu spéater
mehr.
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c)

f3(x) =22, x € R ist auch auf ganz R stetig.

Beweis:

Sei wieder € > 0 und zg € R beliebig.

Da die Uberlegung hier ein bisschen komplizierter ist, geben wir § mal nicht vor,
sondern zeigen, wie man es finden kann. Wir fangen wieder mit der Voraussetzung

|z —xo| <6
an und schéitzen dann ab:
Fs(@) = fa(wo)| = [2* = aB| = o — zo| [2 + 0|

= |z — xo| |z — 20 + 2w0| < | — 0| (|7 — 20| + 2 |20])
< 0(0 + 2zo])

Jetzt sind wir an einem Term angelangt, der nur noch von § und zy abhéngt. Jetzt
konnten wir iiberlegen, wie man 0 wihlen muss, damit dieser Term gleich ¢ ist (da
dann die gewiinschte Ungleichung gilt). Mit quadratischer Ergédnzung wiirden wir

z.B. § = /e + 2% — |z0| erhalten.

Da wir aber § im Prinzip frei wihlen kénnen, bietet es sich hier an, § < 1 zu fordern,
da dann

0(8 + 2|zo]) < 5(1+ 2]|z0])
gilt und wir mit dieser Zusatzbedingung im Kopf auch § = min{1, m} wéhlen
konnen. Beide Wege fiithren zum Ziel.

Sei némlich § = /e + 2 — || und z € R mit
|z —xo| <6

so gilt

|[fa(x) = fa(wo)l < (6 +2|aol) = (/& + 25 — |zol) (/€ + 2 — |wol + 2 |o])
= (\Je+ a3 —|xo|)(\Je+ 23 +|wo|) = +af — a3 =e.

Falls aber § = min{1, m} und =z € R mit
|z —xo| <6

so gilt auch

[
o< 1+2[zq] £

|f3(x) — fs(xzo)| < (6 + 2|xo|) 52 O(1+ 2|zol) m

(1 + 2 |CC[)D =c.

fa(x) =z, x €[0,00) ist auf seinem gesamten Definitionsbereich [0, c0) stetig.
Beweis:

Sei £ > 0 und zg € [0, 00) beliebig.

Wir bestimmen wieder unser 6 durch Abschétzen

VE + /o

|fa(z) = fa(zo)| = [V — /20| = VZ + To

(V& = /o) -

< 01 < 01
VT +/To T /To

T — X0

~|VE+ Vo
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damit hdtten wir fur alle zg € (0,00) unser §; = ¢ - /T gefunden.
Fiir zp = 0 finden wir auflerdem mit der Bedingung |z — 0] < d2

[fa(@) = fa(wo)| = [fa(x) = fa(0)] = V& =[]z — 0] < V0,

auch o = 2 und somit fiir alle € > 0 und alle zy € [0,00) ein solches 4.

Aufgabe 2 (2-3) Beweis mit e-6-Kriterium
Sei f : R — R eine Funktion die stetig im Punkt 0 € R ist und f(0) = 0. Zuséatzlich gelte
fx+y) = f(z)+ f(y) fir alle z € R. Zeigen Sie, dass f auf ganz R stetig ist.

Liosung. Wir wollen zeigen, dass mit obigen Bedingungen f stetig auf ganz R ist.
Dabei wissen wir, dass f stetig in 0 ist, also gilt:

Ve>030>0VzeR:|z|<d = |f(zx)<e. (2)

Sei nun € > 0 und zp € R\{0} beliebig. Wir wihlen § > 0 wie in (2), sodass fir alle x € R
mit
|z —xo| <6
gilt
©)
|f(z) = f(zo)| = |f(z — zo + 20) — f(20)| = |f(z —20)| <&

Aufgabe 3 (2) Stetigkeit stickweise definierter Funktionen
Betrachten Sie die Funktion

4 4 2 4
T falls o e R\{-2,+2}
] . _ €Te —
fiR—R vermége f(z)= a, falls z = —2
B, falls x = 2

Bestimmen Sie « € R und 8 € R so, dass f(z) in R stetig ist.

Lésung.
Auf den Intervallen (—oo0, —2),(—2,2) und (2, 00) entspricht f(x) der Funktion

at —da? +4 (a?-2)?

)
x2 -2 ) a2

und ist dort damit als Differenz stetiger Funktionen stetig.
In den Punkten -2 und 2 miissen links- und rechtsseitiger Grenzwert von f(z) iiberein-
stimmen, wodurch sich fir a = 2 und 8 = 2 ergeben. ]

Aufgabe 4 (2-3) Dirichletsche Sprungfunktion
Eine bezueglich ihrer Stetigkeit besonders interessante Funktion ist die sogenannte Dirichlet-
Sprungfunktion:

| ) )1, fallszeQ
fa:R— R vermége fyq(z):= { 0, fallsz e R\Q
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i) Beweisen Sie, dass die Dirichlet-Sprungfunktion in keinem Punkt zy € R stetig ist.
Sei nun f: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft
|f(z)] <|z| firalle z € R.
ii) Beweisen Sie, dass f(x) in xog = 0 stetig ist.
iii) Untersuchen Sie nun die der folgende Funktion auf Stetigkeit:

z, fallsx e @

fa:R— R vermoge fq(x):= { 0, fallsz e R\Q
Lésung.

i) Ein Beweis der Unstetigkeit von f; tiber Epsilon-Delta-Kriterium ist moglich, aber
umsténdlich. Stattdessen zeigen wir, dass f; auf R nicht folgenstetig und damit auch
nicht stetig ist. Dabei betrachten wir zwei Félle:

Fall 1: zp € R\Q
Da sich die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen defi-
nieren lassen muss es insbesondere eine Folge

{xn}n:LQ,_, cQ

rationaler Zahlen geben, die gegen xg konvergiert. Fiir diese gilt aber

lim f(z,) = nlgrolol =1#0= f(zo) = f(nhm Tn).

n—o0 — 00

Damit ist f; auf R\Q nicht stetig.
Fall 2: g € Q
Da R\Q dicht in R liegt?, muss es eine Folge

{xn}n:m,... C R\Q

irrationaler Zahlen geben, die gegen xy konvergiert. Aber auch hier gilt wieder

lim f(z) = lim 0=0#1= f(zo) = f( lim ).

n—o0 — 00

Damit ist f; auch auf Q\R und schliefllich auf ganz R nicht stetig.

ii) Zunédchst bemerken wir, dass aus der Voraussetzung mit
IO <[0]=0

folgt, dass f(0) = 0 ist. Weiterhin zeigen wir mit Epsilon-Delta-Kriterium: Fiir ¢ > 0
beliebig gilt fiir § = ¢ folgende Abschétzung

[f(2) = f(20)] = |f(@)] "2 |a| = |z 0| <6 =&
fir alle z € R mit |(| x — x0) < 4.

iii) Mit ii) folgt, dass fy stetig in 0 ist, und auf dhnlichem Wege wie in i), dass die
Funktion nur in 0 stetig ist.

2Zum Beweis dieser Aussage reicht es zu zeigen, dass {r V2| re Q} C R\Q dicht in R liegt, da die
Ubermenge dann insbesondere dicht in R liegen muss.
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Aufgabe 5 (3) Fizpunkte von Iterationsfolgen

Sei die Funktion f : [a,b] — [a,b] mit a,b € R monoton wachsend und stetig.
Zeigen Sie, dass dann fiir beliebiges z( € [a, b] die Iterationsfolge {xy, }nen

mit 41 = f(a,):

i) monoton ist (Fallunterscheidung!).
ii) gegen einen Grenzwert & konvergiert.
i) £(¢) = ¢ gilt.

Losung.

i) Man kann einfach per Induktion beweisen: Falls xy < x1, dann ist die Folge monoton
steigend, andernfalls ist sie monoton fallend.

ii) Da z,, € [a,b] fiir alle n € N (wieder mit Induktion) ist die Folge beschrankt und
damit wegen i) auch konvergent.

iii) Da f stetig ist gilt

§= lim zp = lim f(zp1) = f(lIim z,1) = f(S)

Aufgabe 6 (3) Zusammenhang gleichmdfige und punktweise Stetigkeit

Beweisen Sie:

Eine Funktion f : D C R — R die gleichméBig stetig (auf D) ist, ist stetig in jedem
Punkt ¢ € D.

Lésung.

Hierbei muss man sich einfach noch einmal die Definitionen beider Begriffe in Erinnerung
rufen. Eine Funktion wie oben heifit gleichméfig stetig auf D, falls gilt

Ve > 030 > OVxg,z € D :

lr — 20l <6 = |[f(z)— flwo)] <e.

Sie heifft hingegen (nur) stetig auf D, falls gilt
Ve > OVxg € D30 > O0Vz € D :

|z —mo| <6 = |f(x)— fzo)] <e.

Man beachte, dass der einzige Unterschied zwischen punktweiser und gleichméfiger Ste-
tigkeit die Reihung der Quantoren ist. Wenn eine Funktion nun gleichméfig stetig ist, so
existiert ein Delta, sodass die folgende Aussage fir alle z und z( gilt. Bei punktweiser
Stetigkeit muss es dagegen nur fiir jedes zg ein solches Delta geben, es muss aber nicht fiir
jedes g dasselbe sein. Ein formeller Beweis wére damit:

Sei f wie oben gleichméflig stetig auf D, sowie ¢ > 0 und zg € D beliebig.

Dann existiert nach Voraussetzung ein § > 0, sodass fiir alle z € D gilt

lt —zo]l <6 = |f(x)— f(zo)| <e.
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Aufgabe 7 (2) Stetigkeit und gleichmdfige Stetigkeit
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichméfBige Stetigkeit in
den angegebenen Definitionsbereichen:

1

— 172 R

i) filz) =z, z€][0,00) v) f5(z)

ii ) =22, =x —
) ple) =2t wel-1] vi) fo()=lal, zeR

iii) f3(z)=22 z€eR 1
. in—, fallsz #0
1 vit) fr(z) =4 My zeR
) fa@)=—, z€(01] 0, fallsz=0
Losung.

i) fi(x) ist zundchst stetig in seinem Definitionsbereich (vgl. Aufgabe 1). Mit der Un-

gleichung (Beweis!)
[V =yl < \/lz —y|

fiir alle z,y € [0, 00) folgt sogar die gleichméBige Stetigkeit iiber § = £2.

ii) fa(z) ist gleichméBig stetig auf [—1, 1], da wir mit |z 4+ z¢| < 2 fiir x,z9 € [—1,1]
durch Setzung von § = § abschétzen konnen

S.0.
[fal@) = fa@o)| = [o? = af| = & + 0| - |& — 20| < 2] — x| < 20 =€

Allgemein sind nach dem Satz von Heine-Cantor alle stetigen Funktionen auf kom-
pakten Intervallen gleichméBig stetig. Nach Aufgabe 6 ist fo damit auch stetig auf
[-1, 1].

iii) f3(x) ist nicht gleichmaBig stetig in R.
Angenommen, es wire doch so, dann miisste zu € = 1 ein § > 0 existieren, sodass

fiir alle z, zp € R mit |z — zo| < J gilt
‘xz — x%‘ < e.

Betrachten wir aber z = 3 und g = z + g, so gilt zwar |z — xg| = g < 6, aber

2
‘xQ—azg’ = |z + zo| |z — 0 :1+Z >1=c¢.
Ein Widerspruch.

f3 ist allerdings stetig auf R (siche Aufgabe 1).

iv) fa(x) ist nicht gleichméBig stetig auf (0, 1]. Als Gegenbeispiel wihle wie zuvor € = 1

und falls § > 1 die Werte x = 1 und zg = i, bzw. falls 0 < § < 1 die Werte x = ¢

und zg = g.

Die Funktion ist aber stetig auf (0,1] (siehe Aufgabe 1).
v) f5(z) ist gleichméBig stetig auf R. Fiir den Nachweis, beweise und verwende, dass
fir alle z, ¢ € R gilt
|x 4+ 20|
(1+2) (1 +a5) ~

vi) fe(x) ist gleichméfBig stetig auf ihrem Definitionsbereich. Zum Beweis betrachte die
inverse Dreiecksungleichung fir alle z,zg € R

||| = [ol| < |2 — o -
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vii) fr7(x) ist nicht stetig auf R und damit auch nicht gleichméaBig stetig. Zum Nach-

weis betrachte die durch z, = ﬁ fiir alle n € N definierte Folge, welche die
2

Folgenstetigkeit verletzt.
O

Aufgabe 8 (3) Lipschitzstetigkeit impliziert gleichmdfige Stetigkeit
Es sei f: R — R Lipschitzstetig, d.h. es existiert eine Zahl L € [0, c0) mit

|f(z) — fly)| < L|x—y| fiirallez €R.

Beweisen Sie, dass f(x) dann auch in R gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 9 (3) Vererbung der Stetigkeit
Es seien f,g: D CR — R in zg € D stetig und A € R.
Beweisen Sie, dass dann folgende Funktionen ebenfalls stetig in xp € D sind:

) (f +9)(=) = f(z) +g(x) iv i ) = M ur alle

) <g>( )=t g #0firaller € D
i) (\f)(x) = Af(2)
iii) (f — g)(x) = f(x) — g(x)
iv) (If)(@) = ()| vii) min{f, g} := { ﬁ@)

falls f(x) > g(x)

sonst

x)

.o = f( ’
vii) max{f,g} := { g(x),
falls f(z) < g(z)

sonst

v) (f9)(@) = f(z)g(x) ix) go f(z) = g(f(z))

Wobei fiir die letzte Teilaufgabe ix) gelte f : D — E ist stetiginxzg € Dund g : E — R
ist stetig in yo := f(=zo).

Aufgabe 10 (2) Fundamentalsatz von Weierstraf

Laut dem Fundamentalsatz von Weierstraf ist eine auf einer kompakten Menge K C R
definierte, stetige Funktion f : K — R beschriankt und besitzt sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum.

Finden Sie jeweils ein Beispiel fiir ein offenes, ein halboffenes und unbeschrianktes Ge-
biet, sowie zugehorige Funktionen, die unbeschrénkt sind (bzw. ihre Extremwerte nicht
annehmen).
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Aufgabe 11 (3) Gleichheit stetiger Funktionen
Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft:

f(z) =g(z) firalle x € Q.
Beweisen Sie, dass dann gilt
f(x) =g(x) fir alle x € R.

Aufgabe 12 (3) Fizpunkte stetiger Funktionen

Es seien a < b reelle Zahlen.

Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — [a, b],
einen Fizpunkt besitzt, d.h. es existiert ein £ € [a, b] mit der Eigenschaft

f&) =¢.

Aufgabe 13 (3) Losbarkeit nicht-trivialer Funktionalgleichungen
Untersuchen Sie, ob es fiir die folgenden Gleichungen jeweils eine reelle Zahl x > 0 gibt,
die die folgende Gleichung erfiillt:

i) eV® =sin(x) + 2 i) e =x+1

Aufgabe 14 (3) Punktweise und gleichmajfSige Konvergenz von Funktionenfolgen
Untersuchen Sie die Funktionenfolge {fx}ren der stetigen Funktionen

fe(z) :=2* z€]0,1]

auf Konvergenz. Existiert eine Grenzfunktion? Falls ja, liegt nur punktweise oder sogar
gleichméflige Konvergenz vor?

Lésung.
Die obige Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen die Grenzfunktion

0, falls0 <z <1
f(x)_{ 1, fallsxz=1

Denn falls € [0,1) so gilt

lim fi.(z) = lim ¥ =0
k—o0 k—o0

und falls z = 1 so gilt
lim fi(1) = lim 1% = 1.

k—o0 k—o00

Da die f, alle stetig sind, die Grenzfunktion aber nicht stetig ist ergibt sich die Vermutung,
dass die Konvergenz nicht gleichméfig ist. Diese bestétigen wir, denn fiir alle k € N gilt

‘J:k—()’:xk7 falls 0 < = < 1
|1 —1] =0, falls x =1

sup |fx(z) — f(z)| = sup { =1

z€0,1] z€[0,1]

und damit

lim sup |fx(z)— f(z)]=lim 1=1+#0
k—o00 CEE[O,H k—o00

und folglich keine gleichméBige Konvergenz. O



